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Es bezeichne A eine fest vorgegebene reelle Zahi mit 0 << A < 1. Ferner sei
Cy der lineare Raum der auf der reellen Achse stetigen Funktionen mit der
Periode NeN. Wir behandeln das folgende Interpolationsproblem: Zu
beliebigem fe C, ist eine N-periodische Spline-Funktion s(x) vom Grad
m > 1 gesucht, deren Knoten in den ganzen Zahlen liegen und die den
Interpolationsbedingungen

sv — N =f@—A =y, vel, (1)

geniigt. In dieser Allgemeinheit wurde das Problem erstmals von ter Morsche
[3] gestellt und durch einen weitreichenden Existenzsatz (Theorem 4.1)
geklart. Wir stellen hier den konstruktiven Aspekt des Problems etwas mehr
in den Vordergrund und verallgemeinern zundchst das in [1] fir A =0
angegebene Verfahren auf den vorliegenden Fall beliebiger aquidistanter
Lage der Interpolationspunkte zwischen den Knoten des Splines.

Bezeichnet man die Menge aller vermoge (1) fiir fe Cy entstehenden
Spline-Funktionen mit Sy ,, so kann die Frage nach der Norm des durch
LRN): Cx — Sy, definierten linearen Operators gestellt werden. Wir
behandeln diese fiir die Beurteilung der numerischen Eigenschaften des
Interpolationsprozesses grundlegend wichtige Aufgabe hier fiir die L,-Norm
und geben eine Darstellung von || %y ,|li durch ein komplexes Linien-
integral (vgl. [1, 2]). Eine detaillierte Untersuchung der Abhédngigkeit von
| Z%..ly von N und A im Fall quadratischer Splines (7 = 2) beschlie3t die
Arbeit.

Meinem Freund und Koliegen Prof. Dr. Wilhelm Sippel danke ich sehr
herzlich fiir seine Hilfe bei der Durchfithrung einer Reihe von numerischen
Rechnungen, ohne die diese Arbeit in der vorliegenden Form nicht hétte
entstehen kdnnen.
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2.

Wir bezeichnen die Restriktion von s(x) auf das Intervall [v — I, ¢] mit
pAx)ell, . Setzt man

g 1) i=pft ‘- — 1), ref0. 1],
sowie

q(t) B
golt) — Vo

(T ist eine (N, N)-Permutationsmatrix), so ergibt sich (vgl. [1] fiir den Fall
A = 0) g(¢) als Losungsvektor des Systems von Differenzengleichungen

g(t) = Tg(1 -+ 1) - ‘f”—T"%)' A g, (2)
Mit
I I
| i 4 e 'é’N ! | |
W o= 1 Zz g.z; €2<z.v~1> , { = e2mUN,

i ZZ\ 1 C‘zu'vr b C(N.—l)z
Hu(t, 2y o (L — 2ty = - vy, m 0,
e Ay
Q1) .- diag H,(t, &), o= O(HN — 1,
lautet die Losung von (2)

g(t) —= W*Q(t) Q" '(1 — A) W) (3

Hieraus entnimmt man, da die Frage der Existenz von g(¢) ursichlich mit
der Lage der Nullstellen der Euler—-Frobenius-Polynome H, (1 — A, (%),
w=0(1) N — 1, verknlpft ist. Aussagen lber die Lage dieser Nullstellen
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findet man bei ter Morsche [3, Theorem 3.1]. Setzt man voraus, da N
ungerade ist, so ist der Vektor g(¢) in (3) stets wohldefiniert. Im folgenden
beschrinken wir uns daher (ohne wesentliche Einschrankung der Allge-
meinheit) auf diesen Fall.

Aus (3) folgt fiir den Spline §(¢), der den Vektor

=

[

interpoliert

\
D)

=0 m(] - )\ gu)
N Hal, C )
- C(I\ 2)u
| D Ne
§(t) = N :
= Hm(ta Cu) ‘g“
=0 Hm(l - /\7 (:LL)
R Hm(t» Cu)
g HZ_() H)n(l - )\, g“)

Elementare Uberlegungen (fiir den Fall X - 0 vgl. man Richards [4, S.
306/307]) zeigen, daBB die Komponenten ¢,(¢r) von §(¢) im Intervall (0, 1 — })
bzw. im Intervall (I — A, 1) jeweils einheitliches Vorzeichen besitzen, und
zwar gilt fiir N ungerade

sgn g (1) = (=1 fir 0 <t <1—2),
v = ()N — 1,
sgn g,(t) = (—1) fir 1 —A<r<]1,

sgn gu(t) = +1 fiir 0 <r<1.
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Damit wird

N—1 N-1
pom . ww J O m(t Zu) dar
rfm%~ﬁbag(nc¥7ﬁjnﬁ

N—I N-1 L u
— Y Y (—1y QwLﬂﬁM+ 5 S Hult, )dtJ

n=0 p=1 m(l - A’ g“) =0 m(l - )\7 Cu)
B 1 N-1 I — v pl-a .
~N L 1“)\0)[1 , guj H,(t, (%) dt
1 — Cu a1 . 1 .
—in e [ G e ], @

Aus
< Hm+](t’ gu) = (m ‘%V l)(l - Cu) Hm(t’ Cu)

folgt durch Integration

! Imn o Hm+1(l’ éu)
J‘() H'm(r’ é )dt - m + 1
sowie flir u = 0

1-a ]
J;) Hm(fa C )dt = (H1 + 1)(1 — Zu) [Hm+1(1 - /\’ g ) - g Hm+1(17 é )]

und

! [
| e ) dt = ey U1 29 = Hyal = A £9)

Beachtet man jetzt noch H,(¢, 1) =: m!, so erhilt man aus (4) schlieBlich

2 T Hpa(l =209
nogem po i m+ > —
PN T Gn N Eo (L2 Hu(l — A L9 ®)
Aus Symmetriegriinden ist offenbar || £y, [l; = | £x.1_, l1 . Es geniigt also,
das Verhalten von || £} ,!l; fiir 0 << A <C § zu untersuchen.
Wir bringen nun (5) in Verbindung mit dem komplexen Integral

o 1 NUH (1 — A 2) dz ©)
NAT m A D) i C-cy (2 DV — 1) H(1 — A, z)
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Hierbei bezeichnen C, und C, die Kreise vom Radius p~t und p um z =0
und die reelle Zahl p mit 0 < p << 1 ist so gewihlt, daB3

(i) alle im Innern des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von H,,(1 - A, z)
und H,(A, z) im Innern von C,liegen,

(ii) alle auBerhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von H,,(1 - A, z)
und H,(A, z) auch auBerhalb von C, liegen.

Nach ter Morsche [3, Theorem 3.1}, sind fiir 0 <{ A <C 1 alle Nullstellen von
H,(1 — A, z) negativ reell; die Nullstelle z = —1 tritt nur auf fiir A =0
und m gerade bzw. A = } und m ungerade und besitzt in beiden Fillen die
Vielfachheit 1. Somit ergibt der Residuensatz fiir 0 << A < 4

H, (1 —A -1

“ "%N./\Hl = JN,/\ + (m T" 1) Hm(l — /\, —l) . (7)
Insbesondere ist
| LEM = IV 1R = IR (®)
und mit
'y o Hy(1, 2) 5y l . sz—x(%, z)
HZI:(LZ)‘_ﬁs H2k~1 (2,2) [ Z+ 1
wird
: 2 . d  zZNT'Ha (1, 2)
It 2k [J— 2k _ “ 2k-+1VEs
" LNoly Inn 2k + 1 ZILIPI dz (zV — 1) sz(l, z) )
bzw.
ok . I . d N H (1, 2)
| pk=l o g2k=1 L a arll,
| LN1ril = JIN1n © Sm &z GV =) Hopl, 2) (10)

Der entscheidende Vorteil der Integraldarstellung (6) von || £y , |, gegeniiber
(5) ergibt sich jetzt folgendermafBlen: das in (6) auftretende Integral liber
den Weg C; kann vermdge der Substitution z — z 1 in ein Integral iiber den
Weg C, umgeformt werden. Fiir 0 << A <C § ergibt sich so

4; ZNITH, (L — A, 2) dz B fﬁ H, (A 2) dz
c, -+ DE¥N =D H( —Az) c, 2L +2)(1 — zN) H,(A, 2) -~
(1)
Vermdge (6), (7) und (11) ist somit die Summation iiber die N-ten Einheits-
wurzeln in (5) ersetzt durch die Berechnung der Residuen an den im Innern
von C, liegenden Singularitaten der Integranden in (6) bzw. (11). Die prak-
tischen Vorziige dieses Vorgehens verdeutlichen wir im nichsten Abschnitt
anhand des Beispiels quadratischer Splines.

640/30/1-2
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4.

Wegen

Hot,z) = (1 — 1Rz = (1 + 2t — 2%z | 12,
Hyt, 2) = (1 — £P32% + (4 — 612+ 3¢3) 22 £ (1 + 3t - 312 — 3t3)z +

folgt aus (6) und (9) fiir A = 0, m == 2 und & - | zunichst

o 1 NNz -4z~ )dz 2 . d 2NN - 4z - 1)
7 = el
N = 3m'§ e o+ DXENTD 3 }lrfl, dz N ]
) | 1 -} N gf -4z o+ o N 7 I , b
37i §cz [ — 2V z(z - 1)? @ | 3 3(]\/ 2 (12

Analog entnimmt man aus (7) und (8) fir 0 - A =}

e e SNUHA(L —~ A, 2) dz L HY(1 = A 1)
NS 3ﬂi3€q_@z - DEN—DH( - A7) T3H( =N D)

was mit (11) auf

S B HyA, z) dz
1l = 3mi #JC (1 - 2)(1 — zN) Hy(A, 2)

Y N THy(L - A ) de
' 3w f#cl(l o)1 = 2Ny Hy(1T — A, 2)

L 200124 20

6 AT -—N
fiithrt. Nun gilt
2021+ o0 e, ;N)) o

und mit

@RV - 4R U

o 21— 2 Ry R
erhilt man

(2, 2) @ DT A —ae
RZA 0 — M H 2 &d N | N

res NTTH|(E — A, 2) (1 - 20) -+ VT +4x —4x2 N

a4+ 20 — 2N H(1— A2 ) Y§ Y 1 — 2N
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Somit folgt

I —22 1 2QA—D+VIF4r—4x |

P2 [J— Z
Ll = M1 —2) ' 6 a1 — ) I — z¥

L0 =20 VI 4R oV
"6 ST DY S

und —mit der Substitution A — 1 — A—

LA -2 (=204 VI A4

|2 [
1"//N,l—/\}‘l ;

oAl =% 6 0 — N .
Ll@=n VT -4 g
6 4N1T—X) [ =2~
also wegen || %, |, = || £%,1_, I schlieBlich
1A= DA VI AR 2
TNAE T3y ML — ) lﬁz

b (b =20+ V1 4A—4x2 1 = N
12 AT =X I —z,N

-

Zusammen mit (12) ergibt sich hieraus fir jedes feste A € [0, 1) die Mono-
tonieaussage

L2 ; 2 e e e 2
T <UPlh <! Loalh <2 <1 L5
mit der oberen Schranke

N B RV e Yo%
ERCILEIE B S T (13)

Speziell fur A -} wird

1 -1—(3—2v2)~]

|2 [E— .
LNl = 3 [1 22 1+ (3 —2vVINI (i4)

Aus (14) berechnet man die Tabelle
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2 |
N 1 LNaelh

1.000000000
1.266666667
1.275862069
1.276134122
1.276142132
1.276142368
1.276142375

v e O ] N o —

— p—

o 1.276142375

Abbildung 1 zeigt den Verlauf von || £5 , || fir N = 3, 5, 7, 9 zusammen
mit der oberen Schranke nach (13).

N=oo
(PN B
N=9
34 N=7
N=5§
24
N=3
1 . — — T :
o 02 Q4 06 0.8 7 x
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