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Interpolation mit periodischen Spline-Funktionen I
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1.

Es bezeichne ,\ eine fest vorgegebene reelle Zahl mit 0 :(; ,\ < I. Ferner sei
CN der lineare Raum der auf der reellen Achse stetigen Funktionen mit der
Periode N EN. Wir behandeln das folgende Interpolationsproblem: Zu
beliebigem IE CN ist eine N-periodische Spline-Funktion s(x) yom Grad
m ~ I gesucht, deren Knoten in den ganzen Zahlen liegen und die den
Interpolationsbedingungen

s(v - ,\) = f(v - ,\) =: Yv , v E 7l, (I)

geniigt. In dieser Allgemeinheit wurde das Problem erstmals von ter Morsche
[3] gestellt und durch einen weitreichenden Existenzsatz (Theorem 4.1)
gekliirt. Wir stellen hier den konstruktiven Aspekt des Problems etwas mehr
in den Vordergrund und verallgemeinern zuniichst das in [I] fUr ,\ = 0
angegebene Verfahren auf den vorliegenden Fall beliebiger iiquidistanter
Lage der Interpolationspunkte zwischen den Knoten des Splines.

Bezeichnet man die Menge aller vermoge (I) fUr IE CN entstehenden
Spline-Funktionen mit S;:;,A' so kann die Frage nach der Norm des durch
!lJ7f!,jf): CN ->- S;;,A definierten linearen Operators gestellt werden. Wir
behandeln diese fUr die Beurteilung der numerischen Eigenschaften des
Interpolationsprozesses grundlegend wichtige Aufgabe hier fUr die Ll-Norm
und geben eine Darstellung von II 2;:;,A 111 durch ein komplexes Linien
integral (vgl. [I, 2]). Eine detaillierte Untersuchung der Abhiingigkeit von
II 2;:;,A 111 von N und ,\ im Fall quadratischer Splines (m = 2) beschlieBt die
Arbeit.

Meinem Freund und Kollegen Prof. Dr. Wilhelm Sippel danke ich sehr
herzlich fUr seine Hilfe bei der DurchfUhrung einer Reihe von numerischen
Rechnungen, ohne die diese Arbeit in der vorliegenden Form nicht hiitte
entstehen konnen.
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2.

Wir bezeichnen die Restriktion von s(x) auf das Intervall [II -- I, ,,] mit
Pv(x) E IT", . Setzt man

t E [0. I J,

SOWle

ell) c')qIIl ~ '1,(1) , v: .12
, ,

qN(t) rN J

0 0 0 I'
I 0 0 0

T:=
0 I

0 ...... 0 0

(T ist eine (N, N)-Permutationsmatrix), SO ergibt sich (vgl. [IJ fUr den Fall
,\ 0= 0) q(t) als Lasungsvektor des Systems von DifTerenzengleichungen

q(t)c Tq( I· 1)
.I Tq(2 - .\) ",
------1

(1 --- .\)'"
(2)

Mit

W: ~(:v'N :
I

I

, '2
'2 '4

,
H m (1,'::-): (I - .::-)'" 1 I .::-'(1 -.- 1')"',

<)

IJ1 0,

Q(1) : diag H,.,Jt, "'),

lautet die Lasung von (2)

fL= O( I)N -- I,

q(t) W"'Q(1) Q 1(1 - ,\) Wy. (3)

Hieraus entnimmt man, daG die Frage der Existenz von q(1) ursachlich mit
der Lage der NuIIstellen der Euler--Frobenius-Polynome Hm(1 - I\, "'),
fL == 0(1) N- I, verknupft ist. Aussagen tiber die Lage dieser NuIIsteIIen
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findet man bei tel' Morsche [3, Theorem 3.1]. Setzt man voraus, daB N
ungerade ist, so ist del' Vektor q(t) in (3) stets wohldefiniert. 1m folgenden
beschranken wir uns daher (ohne wesentliche Einschrankung del' Allge
meinheit) auf diesen Fall.

3.

Aus (3) folgt fUr den Spline ij(t), del' den Vektor

interpoliert

ij(t) = ~
N

N-l H (t Y,,)I __,_"_,_'0__
,,~O H m ( I - A, ,,,) .J

Elementare Oberlegungen (fiir den Fall A 0 vgl. man Richards [4, S.
306/307]) zeigen, daB die Komponenten qv(t) von ij(t) im Intervall (0, I - A)
bzw. im Intervall (I - A, I) jeweils einheitliches Vorzeichen besitzen, und
zwar gilt fiir N ungerade

fiir 0 < t < I - A,sgn qit) = (-1)"+1

sgn q"(t) = (-I)" fUr I - A < t < I,
l' = 1(l)N - I,

fUr 0 < t < 1.



14

Damit wird
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1 fN
- l N-l J1-A H ( YU) d

1.1 !i"" II = _ " '... (-I)v Yuv 0 rn t, \, t
N,AII N ,7;:0::1 \, H"JI ~ A, su)

Aus

folgt clurch Integration

sowie fur J.L cjc 0

(4)

und

Beachtet man jetzt noch Hrn(t, I) m!, so erhalt man aus (4) schliel3lich

:l!'" I'N,A ! 1

2 Nl Hrn+l(l - A, su)
(m +- I)N '"~o (I + su) HrnO - A, su)'

(5)

Aus Symmetriegrunden ist offenbar II :l!;:;,A III = :l!;:;,l_A 11 ' Es genugt also,
das Verhalten von I! :l!;:;,A ill flir 0 :s;: A :( } zu untersuchen.

Wir bringen nun (5) in Verbindung mit dem komplexen Integral

1;:; A : = __1__ )~ ZN-IHrn+lO - A, z) dz ... . (6)
, (m + I) 7Tl j C

1
-C

2
(z --r 1)(zN - 1) HrrJI- A, z)
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Hierbei bezeichnen C1 und C2 die Kreise vom Radius p-1 und p urn z = 0
und die reelle Zahl p mit 0 < p < 1 ist so gewahlt, daB

(i) aile im Innern des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von Hm(l- A, z)
und Hm(A, z) im Innern von C2liegen,

(ii) aile au13erhaIb des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von Hm(l - A, z)
und Hm(A, z) auch auBerhaIb von C1 liegen.

Nach ter Morsche [3, Theorem 3. I], sind fUr 0 ,s;; A < 1 aIle N ullstellen von
HmO - A, z) negativ reelI; die Nullstelle z = -I tritt nur auf fUr A = 0
und m gerade bzw. A = ~. und m ungerade und besitzt in beiden Fallen die
VieIfachheit I. Somit ergibt der Residuensatz fUr 0 < A < ~

112?m II =Jm + H m+1(1-A,-I)
N.A 1 N,A (m + I) Hm(l - A, -I)'

Insbesondere ist

(7)

und mit

wird

fI (I )'= H 2k(l, z)
2k ,z , I I 'z, H- (I) H 2k-1(t, z)

2k-1 2:' z := z + I

(8)

bzw.

0/2k II J2k 2 I' d ZN-1H2k+1(1, z)
1

1 x N,O ,1 = N,Il - 1m - --,--;:.,------:7
2k + I z->-1 dz (ZN - I) fI2k(I, z)

(9)

(10)

Der entscheidende Vorteil der IntegraIdarstellung (6) von 112?';J,A 111 gegentiber
(5) ergibt sich jetzt foIgenderma13en: das in (6) auftretende Integral tiber
den Weg C1 kann vermoge der Substitution z -... r 1 in ein Integral tiber den
Weg C2 umgeformt werden, Fiir 0 < A < ·1 ergibt sich so

f ZN-1Hm +1(1 - A, z) dz f H m +1(A, z) dz
j C

1
(z + 1)(zN - I) Hm(l - A, z) = j C

2
z(l + z)(l - ZN) Hm(A, z) .

(I I)

Vermoge (6), (7) und (l I) ist somit die Summation iiber die N-ten Einheits
wurzeln in (5) ersetzt durch die Berechnung der Residuen an den im Innern
von C2 liegenden SinguIaritaten der Integranden in (6) bzw, (l I). Die prak
tischen Vorziige dieses Vorgehens verdeutIichen wir im nachsten Abschnitt
anhand des BeispieIs quadrati scher Splines.
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Wegen
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4.

H2(t, z) = (I ~ 1)2Z2_ (I 21 - 2( 2)z 12,

H3(t, z) = (l - 1)3z3 (4 - 61 2 +- 3( 3) Z2 + (I 31 312 - 3( 3)z -'- (1

folgt aus (6) und (9) fUr A= 0, m 2 und k I zuniichst

N
t--

3
I lv'(
3

2). (12)

Analog entnimmt man aus (7) und (S) fUr 0 < 1\

::NIH3(l-- I\, ::) elz
1)(ZN - I) H2( I ...:::--r,-z)

I H:1( I -- I\, I )
:3 H2(1- A. -·1)'

was mit (II) auf

! Y'~.A 11 = I ,1; H:1(A, z) dz
hi j c, z(l 1- z)(l--- ZN) H 2(A, z)

::" IH3(1 1\, z) dz
.--------

z)( 1- ZN) H2( I -- A, z)

fUhrt. Nun gilt

und mit

-1 .

erhiilt man

(2A2 ~ 2A - I) +- vT+4i--~ 4A2

2(1 - A)2

H
3
(A, z) (2A I) 1 ,T+4X-"":'--4A2

;~~l z(l --I-- z)(J - ZN) H
2
(A, z) = -- ----4X(f-=-:::-:.\-)-~-- T=--~N .

ZN-IH3(1 - A, z)
;~~, (I + z)(1 - ZN) H2(l - A, z)
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Somit folgt

(2, _ 1 - 2,\2 1 (2'\ - 1) + VI + 4'\ - 4,\2 1
!£'N,A III ..... 6'\(1 - ,\) + () 4'\(1 - ,\) I __ ZIN

I (I - 2,\) + V1 -I- 4'\ - 4,\2

r () 4'\(1 _ ,\) I

und-mit der Substitution ,\ --+ I - ,\-

17

-I + 4'\ - 2,\2 I (I - 2,\) + vIT4.\-- 4,\2
6'\(1 - ,\) + () 4'\(1 - X) -=-1-._-Z--:c2N

1 (2'\ - I) I- VI + 4'\ - 4,\2 ZI N

+ () 4,\(1 - ,\) -I---"--zI-N '

also wegen il !£'~,A III =c Ii 2'~,q iiI schliel3lich

1 (2'\ - 1) + V I + 4'\ - 4'\~ I i ZI N

12 A(l - A) -,--=- ZIN

1 (1 - 2,\) -+- v/l+4:\----=4,\:! I
T2 ,\(1 - ,\) 1

',' Z2
N

- N'- 0:::.2

Zusammen mit (12) ergibt sich hieraus fUr jedes feste ,\ E' [0, I) die Mono
tonieaussage

mit der oberen Schranke

<£'2,
oL ,\ II

Speziell fur ,\ ~ wird

1
3

I V I + 4'\ - 4,\2

() ,\(1 - ,\) ( 13)

1 [ - 1 - (3 - 2 V2)N]
Y'~,I!~ II 3' 1 - 2 v2 I + (3 _ 2 V2)N .

Aus (14) berechnet man die Tabelle

(14)
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N il 2}~ ,1/2 IiI

1 1.000000000
3 1.266666667
5 1.275862069
7 1.276134122
9 1.276142132

II 1.276142368
13 1.276142375

(f) 1.276142375

Abbildung I zeigt den Verlauf von il !f'~,,\ Ii 1 fUr N = 3, 5, 7, 9 zusammen
mit der oberen Schranke nach (13).

N=7

N=9

N=3

2

3

1 +---------rl-------------.-------------~-~--.--.-----r---------.~---
a 0,2 0,4 0,6 0,8
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